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Zusammenfassung

Warnung:fur die Richtigkeit der Definitionnen kann ich nicht garantieren. Es wurde
verfasst als ein Teil der Dokumatation zum Progragivtatrix‘ und vemffentlich in der
Hoffnung, dal3 es auchuf andere itzlich sein knnte. Das Hauptaugenmerkt wurde auf
die klare Beschreibung von Algorithmen gelegt. Es kann zugegeben schwer als eine einzige
Lernvorlage dienen, weil es nichts eikl und keine mathematische Beweise beinhalten.
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1 Beschreibung der Algorithmen; Mathe Definitionen

Das ist eine Zusammenfassung meiner Vorlesungsunterlagen aus Mathe |I. Es werden alle
Algorithmen grob beschreiben, ohne jegliche Beweise. Es geht vorallem darum zu beschrei-
ben wie die Algorithmen funktionieren und welche mathematische Probleme mam mit ihnen
|6sen kann. Diese Beschreibung kann aber ein gutes Skript oder ein Mathebuch nicht erset-
zen. Die Reihenfolge entspricht eher der Gliederung der Algorithmen als der beim wirkli-
chen Vorlesung.

1.1 Eine Matrix

Def: Def.: einemx n Matrix (m mal n): m-Zeilenzahl; n-Spaltenzahl

aip a2 a3 ... QAin
dpp A2 Az ... QA
dmi m2 am2 ... amn

Alle Matrizen werden hier ohne Klammer geschrieben. Auch Vektoren werden in der html
Version ohne den gedhnten Pfeil geschrieben. (also “a” kann auch bedeuten “a-Vektor”).
Es soll es den Kontext ersichtlich sein um welche Bedeutung es sich gerade handelt.

2 Grundliegende Algorithmen

2.1 Treppenform

Def.: c = ¢jj istin Treppenform, falls ¢ die Nullmatrix ist, oder es eine Folge
1<ji<jo<...<jr <l

von r Sprungstellen gibt mit

1. unterhalb der r Zeile stehen nur Nullen
2. An dem Sprungstellen stehen Elemerjes 0
3. Links von dem Sprungstellen stehen nur Nullen

Anzahl der Sprungstellen nennt man auch Rang der Matrix

2.2 Treppennormallform

Def.: Eine Matrix ist in Treppennormalform= (c;;) wenn sie in Treppenform ist und wenn
zusatzlich



1. Alle Sprungstellem;; =1
2. In jeder Sprungstellen Spalte sind alle Elemente bis auf das Sprungstellen Element
gleich Null

Treppennormalform ist eindeutig

2.3 Gauss Algorithmus

Benutzt um Bsung 3 des linearen Gleichungsysiém 3 zu finden. k-Spaltenzahl. Bringt die
Matrix auf Treppenforni 2] 1

1. Suche die erste Spalte Matrix ¢, die nicht nur Nullera#irtDies ist die j1-Spalte.
Darin sei das Elememj; # 0 Dann vertausche die i-te Zeile mit der ersten Zeile.

2. Riri=2,... ..k addiere der i-ten Zeilen de}%’l—l fache der 1. Zeile.
3. Wende Schritt 1 und 2 auf Matrix c2, das entsteht wenn man aus Matrix ¢ nur die Zeile
2 bis k nimmt und j ersten Stellen abschneidet.
Bemerkung: cjj1 bedeutet: i.te Zeile j.te Spalte 1. Algorithmus Durchgang

Es gibt viele Myglichkeiten eine Matrix auf Treppenform zu bringen (Treppenform ist nicht
eindeutig). Man kann, um sich die Rechnungen zu erleichtern, auch Zeilen wechseln oder
Zeilen mit verschiedene Faktoren multipliziereir Ben Rechner ist das aber keine Erleich-
terung. Der Algorithmus in dieser Foramdern nicht die Determinanfe 4.6 von Matrix.

2.4 Gauss-Jordan Algorithmus

Benutzt um lBsung[32 des linearen Gleichungsys{ém 3 zu finden. Weiterentwicklung von
Gauss Algorithmug 2.3. Bringt die Matrix auf Treppennormallf¢rm 2.2. k-Spaltenzahl

1. Suche die erste Spalte Matrix c, die nicht nur NullenaériDies ist die j1-Spalte.
Darin sei das Elemert;j1 # 0 Dann vertausche die i-te Zeile mit der ersten Zeile.
Dann dividiere die Zeile durchj

2. HIri=2,... .k addiere der i-ten Zeilen das;j; fache der 1. Zeile. Mache alle Eiatge
unterhalbcij; zu Nullen.
3. Fur alle Zeilen d=1,... ,i bilde Zeile= 1.Zeile— cqj1 * (i —teZeilg§. Mache alle

Eintrage oberhaligj; zu Nullen.

4. Wende Schritt 1 und 2 auf Matrix c2, das entsteht wenn man aus Matrix ¢ nur die Zeile
2 bis k nimmt und j ersten Stellen abschneidet.

Bemerkung: Gauss und Gauss-Jordan-Algorithmus unterscheiden sich im 1. Punkt. Beim
GaussJordan wird die Zeile durch Sprungstelleneintrag dieser Zeile geteilt. Dadurch erreicht
man, dal’ Sprungstelleneintrag auf 1 skaliert wird. Das “vereinfadhRechnung im Schritt

2.



3 Lineare Gleichungssysteme

3.1 Definition

Def.: Ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen hat die Form

ap xXp+apsXo+a*Xg+...Fam*Xy = by
A1 x X1+ ap*Xo+a*xXz+...+anm*Xn = by
agrx X1 +ag*Xo+ag3*X3+...+an*Xy = b3
An1 * X1 +amp*xXoFang* X3+ ... Fain*Xn = bn

ajj sind die Koeffizienten wenb; # 0 dann ist das ein homogenes Gleichungssystem, an-
dernfalls inhomogenes

2.Die Matrix der Form
a1 a2 ... Ain b1

a1 ap ... a;m b
a1l @2 a@a an bn
heil3t erweiterte Koeffizientenmatrix (ohngedinfach Koeffizientenmatrix)

Man kann mit Hilfe der elementaren Umformungen gielern nicht die isungsmenge) die
Matrix in die Form bringen, in dem diedsung des Gleichungssystem ersichtlich (leicht zu
berechnen) ist. Gauss und Gauss-Jordan Algorithmus benutzen nur solche Umformungen.
Zu solchen Umformungen gélen:

e \ertauschen zwei Zeilen
e Multiplikation einer Zeile mit Zahk£ 0
e Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile

3.2 Losungstypen von linearen Gleichungsystemen (LGS)

Es gibt drei ndglichen Losungstypen von Linearen Gleichungssystemen (LGS)

1. LGS hat keine bBsung, dann Ergebnissmatrix ist leer.

2. LGS hat eine bsung, wenn Ausgangsmatrixx n dann Ergebnissmatrix (n-1)*1

X1
X2

Xn—1



3. LGS hat mehrere dsungen dann ist das Ergebnissmati®eZogen auf Pro-
gramm Matrix ) (n*k k< n) zusammengesetzt aus mehreren Spaltenvektoren, wo-
bei das erste einedsung des LGS ist und die anderen die Basis des linearen Unter-
raums fir das losung des zugéhigen homogenen Gleichungssystems. Jedglithe
Losung des LGS kann man erreichen aus
X=da+Uxbi+...+U1xbc 1
e X: Vektor fir alle Losungen
e &: Erstes Spaltenvektor des Ergebnissmatrix (Eigsung)
e U : Weiter Spaltenvektoren
e b : Freie Variablen
3.3 Losungvon LGS
Algorithmus:
1. Bringe die erweiterte Koeffizientenmatrix auf Treppennormal Form mit Hilfe des Gauss-

Jordan Algorithmus.

2. Falls die Letzte Spalte eine Sprungsstelle ist dann kebseihg. Ende.
3. Es gibt nur Sprungstellen aul3er letzten Spalte dann ist die letzte Spalte die einzige

Losung des LGS. Ende.

4. Es gibt mehrere &isungen.
5. Eine Lbsung erhlt man indem maniir alle x fur nicht-Sprungstellen Variablen Null

einsetzt undiir anderen nacheinander die E&ge der letzten Spalte

. Finde die bsung eines homogenen Gleichungssystems. Es gibt &elbare Varia-

blen (Parameter)amlich, die an dem Nichsprugstellen. Setzt man nacheinander eine
dieser frei véahlbaren Variablen gleich 1 und die anderen fréihibaren Variablen
gleich 0 und dst auf, so eréilt man eine Basis desisungsraumes.

Bsp. (fur Schritte 4-6)

15000 2
00120 4
0 00015
Eine Losung
X1 =2 =0X3=4x4 =0x5 =5
als Vektor

GO r~rONDN



Suche Basis desdsung des homogenen Gleichungssystem (Schritt 6)
150000
001200
0000110

Setzt maniir x, = 1 undx4 = 0 ertélt man

1xX+5%14+0xxX3+0xx3+0xx4 = 0
OxXy+0xxo+1xX3+2%x04+0xx4 = 0
OxX1 +0xXo+0xX3+0xX3+0xX4g = O
also
X1+5=0
Ein Vektor der Basis
-5
0
0
0
0

Den zweiten Vektor et man wenn man»<0 und %=1 einsetzt also

Xo+2=0

o OO

Die dazugelirige Ergebnissmatrix @re

2 -5 0
0O 0 -2
4 0 0
0 O 0
5 0 0
was bedeutet

X3 = 2—5xa

Xo = —2x% b

X3 = 4

X¢ = 0

X5 = 5

wobei a,b frei viahlbar



3.4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Sei A einem x n Matrix, sei definiert die Abbildung

K" — KM

K"- lineares Unterraum von Dimension n

X — Ax X = QA(X)

X = einVektofn x 1)

Die Abbildunggist linear[4#

Def.: Die Menge{@A(x) | x € K"} heil3t Bild vong A. Sie ist Teilmenge vork" und ein
linearer Unterraum voK".

Das Finden von Bild von A=3.5

Def.: Die Menge{x € K" | A(x) = 0} heil3t Kern vong A. Sie ist Teilmenge voK" und
ein linearer Unterraum voK".

Das Finden von Kern von A73.6
Satz: Sei
QAK" — K™(Aeinemx nMatrix)
(A einem x n Matrix)
Dann gilt: dimKerrnpA + dimBildpA = n

3.5 Errechnen von Bild von Matrix

Man muf3 die Basis des auf den Spalten Vektoren aufgespannten linearen Unterraums finden.
Am einfachsten geht man vor, wenn man die Matrix auf Treppenfgrm 3 bringt und alle
Spaltenvektoren aus Ursprungsmatrix zdsung nimmt, die Sprungstellen haben. z.B.

0 2

P WERkNR

1 3
0 2
2 4
0 2



Nach Anwendung von Gauss-Jordan Algorithmus

[cNoNeNeN
O OO
O OONFPEF

Sprungstellen beim 1. und 2.Spalte kommen zisung

OoONO - O
R WEN

Die beiden Vektoren sind linear unabigig und sind eine Basis des Bildes des Matrix

3.6 Errechnen von Kern von Matrix

Kern @A ist die Losung der AbbildungA(x) =0

Der Nullvektor gefirt immer zur losung also z.B. der Kern von

1 2 3
210
2 4 6
ist die Losungsmenge von LG$ 3
X1+2%xX+3xx3 = 0
2xX+1xxo = 0
2%X1+4%xX+6xx3 = 0

Hier in Programm wird zum Matrix eine Nullspalte addiert und durch GaussJgrdan 2.4 Al-
gorithmus die bsungsmengg_3.2 ausgerechnet. Weil Kern ein lineares Unterraum ist, wird
die eine spezielle &isung (immer Nullvektor) abgeschnitten. Dibrigen Vektoren (wenn
vorhanden) bilden die Basis des gesuchten Kerns. Hier:

1230
2100
2 460

nach Gauss-Jordan

cor
O O
o Srwir

oNe]

o



eine Losung ist Nullvektor; Kern ist

der Kern ist nicht eindeutig (Es gibt viele unterschiedliche Kerne von einer Matrix)

3.7 Losung von (LGS) und lineare Abbildungen

Ein LGS kann man als lineare Abbildung betrachten

A1x Xy +ap*kXp+ A3k Xz +...tan*Xn = by
Q1 kX1 t+ap2kXo+ 3% X3+ ... +n*xXn = bz

az1* X1 +az2* X2 +a33* Xa+ ... + 8zn* Xn b3

ani*x X1+ ap* X2+ a3 * X3+ ... +amn*Xy = by
alsAx X = bwo A die Koeffizienten Matrix|3

betrachte AA(x) = Axx: K" — K™ dann@A(x) =b
Dann gilt:

e LGS ist genau danrdkbar, wenn b in Bild 3|5 vo@A(X)
e Losungsmenge=speziell&sung+Kerr 3]&A(X)

4 Weitere Operationen auf Matrizen

4.1 Matrix-Multiplikation

Sei A einem x n Matrix

sei B eine n*t Matrix
i1 ... din b]_]_ b]_t
8mi --- 8mn Py ... @nt

Dann ist C=A*B einem x t Matrix mit

Ci1 ... Cat

C — . . .

Cm]_ “e Cmt

Cij- i-te Zeile von A; jte Spalte von B

Cij = a1 *xb1j+aipxbyj +a3xb3j+ ...+ ainbnj

10



4.2 Matrix-Addition

Sei A einem x n Matrix sei B einem x n Matrix
aj; ... amn b11
A= : . B=
ami ... @mn b

Dann ist C=A+B einen x n Matrix mit

Ci1 ... Cin
C — . . .

cj- i-te Zeile von A,B; jte Spalte von A,B

Cij = aj +hyj

4.3 Matrixsubstraktion

Sei A einem x n Matrix sei B einem x n Matrix

a1 ... AIn b]_]_
A= : . B=
ami ... @mn b

Dann ist C=A-B einan x n Matrix mit

Cij- i_te Zeile von A,B; jte Spalte von A,B

Cij = &j — bjj

4.4 linearer Unterraum

Def.: linearer Unterraum

b1n

Amn

bln

Admn

Eine Teilmenge U voiK" heil3t linearer Unterraum wenn gilt,

e fUralleae K (a Element von K) undi € U u Element von U gilt a*u ist ein Element

inU

e fUralleuy eU Aup € U = u; +up € U ;fur alleu; Element von U undi, Element

von U ug + uy ist wieder in U

11



4.5 Inverse der Matrix

Es gibt nur eine Inverse vanx n MatrizenA~! ist Eine Inverse von A wenn giktx A=,
wobei In ist eine Einheitsmatrix wie folgt

1000
0100
"“ 0010
0001

fur n=4

I ist ein neutrales Element bigglich Multiplikation [4.1 Matrix A heil3t dann inventierbar
Man findet eine Inverse, indem man zur gegebenen Matrix eine Einheitsmatrixidgzuntl
anschlieend mit Gauss-Jordan 2.4 behandelt z.B zur Matrix

5 10 20
1 1 1
12 12 20
eine Einheitsmatrix ziifgt
5 10 20 1 0 O
1 1 1 010
12 12 20 0 0 1
nach Gauss-Jordan
1 00 —% -1 %1
1 7 3
0105 3 -5
001 0 -5 3
Die Inverse ist dann
1 49 1
P o7 %
5 2 8
3 1
0 -3 3

Eine Matrix ist nicht inventierbar wenn nach Gauss-Jordan am Anfang der Matrix keine
Einheitsmatrix ersichtlich wird.

4.6 Determinante der Matrix

Die Determinante ist nur amfx n Matrizen definiert. Im Programm kann auch eine Determi-
nante aus x (n+ 1) Matrix ausgerechnet werden. Die letzte Spalte wird einfach ignoriert.
Es soll noch Leute geben, die mit Hilfe der Determinanten LG8s@h. Ohne hier drauf
genauer anzugehen muf? man sagen Determinanten sind OUT.

Es gibt grundatzlich zwei Methoden um eine Determinante auszurechnen

12



e Rekursiv (In dem Programm nicht implementiert), sie ist wegen exponential wachsen-
den Aufwand nicht bevorzuziehen.

¢ Durch Hilfe von Gauss-Algorithmys2.3. Man benutzt dabei zwei Eigenschaften:

— Addiert man das x-Fache einer Zeile zu einer anderen Zeile, aathert sich die
Determinante nicht.

— Vertauscht man zwei Zeilen, daadmdert sich die Determinante um Faktor -1.

Ist die Matrix in Treppenformi] 3 bekommt man die Determinante, indem man alle Diagonalen
Eintrage (mit Index i,i) miteinander multipliziert und gegeben falls um Faktor aus Punkt b)
korrigiert.

5 Optimierungsverfahren von linearen Ungleichungs-
systemen (Simplex)

Problem: Suche die beste (optimalé)dung eines Ungleicheungssystemilggich einer zu
maximierenden Funktio®(X).

1. Bringe alle Ungleichungen in die Form

app kXp+apsXo+apzsXz+...Fa*Xy > by
A1k X1+ Aok Xo+Ao3* X3+ ... +Aon*Xy > b
gk X+ agkXo+agk X3+ ... +a*Xy > bz
amy* X1 +amp kX2 +ama* X3+ ... +8mn*Xn > b

evtl. durch Multiplikation mit -1 und Einsetzen von Gleichungen in die Ungleichungen
2. sei gegeben eine zu maximierende Funktion G

G(X1+...+%) =G(X) =00+ 01*X1+02% X2+ ...+ 0n* Xy = go + G(X)

(wenn G zu Minimieren ist, dann durch -1 Multiplizieren)
3. Die Ausgangsmatrix zum Simplex Algorithmus hat das Aussehen

a1 a2 &3 ... ain | by
A1 a2 @3 ... an|b

: : : : . | bs
am 8w 8w ... amn|bm
01 % 93 .- O |G

Letzte Spalte heil3t Gewinnspalte Allgemein:

Alb
g|G

BedeutetA(X) > bundG = go

13



4. Finde eine Bsung des Ungleichungsystefns| 5.3 Beiiese losungAx« T < b, dann
k = AX— b Vektor k hat Eintége nur gdRer oder gleich Null Ausgangsmatrix zum
Eckenfindungsalgorithmus (m+1)*(n+1)

a1 a2 a3 ... ain | ki
dpp A2 A3z ... QA k2
: : : : : k3
8mi @m ame ... amn|km
0t % 93 ... O |G

G=G(U) =00+ 01*Ur+0go*Ux+...+0n*Un

5. Benutze Ekenfindung-Algorithm{sph.2

6. Wenn der Eckenfindung Algorithmus beim Maximumkriterium (1. Schritt) abbricht
dann gilt. Wir haben | verschiedene Spalten verarbeitet und daher | verschiedene Zeilen
erhalten, die jetzt Standartbasis Vektoren gid. ., 1,...,0) mit n+1 Koordinaten und
mit “1” an einer der ersten n-Stellen. Es seign. ., i diese Zeilenindizies. Wir setzen
zusatzlich voraus, daf3 die Gewinnzeile g(I) von B(l) nur negative Barerflt

gi(l)>0

Wenn nicht dann fahre fort mit Schritt 8 Dann gibt es eine optimdlsulng(en) auf
Ax > b diese erhlt man folgendermalRen. Man nehme die Zeile.i; von A und b
der Ausgangsmatirx und betrachtet

(B)+%= (b)
Dies ist bsbar und jede @isund 3.2 y davon dithlt Axy > b undG(Y) ist ein Maximum
vonAxy > b.
7. Wenn der Eckenfindung-Algorithmus beim Quotientenkriterium endet (2. Schritt) (zwar
Spalte keine Zeile), dann ist die Gewinnfunktion G auf désling MengeéA«x > b
nach oben unbescimkt (kein Maximum)

8. Benutze Eckenaustausch-Algorithmus. Beim ihm gelten die Selbe Regel wie beim
Eckenfindung-Algorithmu§5.2. Nur die Spalten werden nicht markiert und der Al-
gorithmus endet wenn alle Eidige in der Gewinnzeilg; negativ sind. Es kann pas-
sieren, dal3 dieser Algorithmus nicht endet (nicht terminiert). Ich konnte leider keine
Abbruchbedingung in der Literatur finden, obwohl solche existiert. Im Programm en-
det der Algorithmus nach n Schritten.

5.1 Pivotieren

Spaltenpivotierung an der Stelje

b1y bz bz ... by
bor boy bos ... by

14



sei das Elementjp# 0

1. Multipliziere die i-te Spalte mig—j. Dann steht an der Stelle 1

2. Fir alle Spalten verschieden von j-teiitife aus
k —teSpalte= k—teSpalte- by * | —teSpalte

dann stehen an allen (i,k)-ten Stellen (ki j) nur Nullen

5.2 Eckenfindung-Algorithmus

Ein Teil von Simplex Algorithmus

1. Schritt (Maximumkriterium) VEthle einen Spaltenindex | mitd j < n (letzte Spalte
mit b’s ausgeschlossen), derart daf die j-te SpalteBsgrD (Nullvektor) ist und, daR
| g | den gblten Wert hat. Markiere diese Spalte. Wenn ein solches j nicht existiert
dann ende des Algorithmus. (Wenn mehrere j mit dieser Eigenschaft dann kleinste j)

2. Schritt (Quotientenkriterium) Ist die j-te Spalte von 1.Schritt
a1
azj
8nj
g
Dann betrachte die “relevante Zeilenmenge
R={ila; #0Aajg; <0}

Wenn R die leere MengR = 0 ist, dann Ende des Algorithmus Wenn R nicht leer ist,
dann wahle i Element Reelli(€ O) aus , so daf

ko ko
ETRET

fur alle | Element R
(Wenn mehrere i dann nimmt das kleinste )

3. Schritt. Rahre ir B Spaltenpivotierunf 3.1 an der Stelle (i,j) Man @thmeue Matrix
B2 wobei Zeilenvektor von B2 so aussieht 0... 1... O i-te Zeile 1 in der j-ten Spalte

4. Schritt: gehe zum 1. Schritt . Laf3 allerdings die zuvor markierten Spalten bei der Aus-
wahl von j-Aul3er Betracht.

(Der Eckenfindung-Algorithmus endetépsten nach n Runden)

15



5.3 Das Suchen nach einer speziellendsung vonAx> b

1. wenn alleb; < 0(i = 1,..,m) dann istd = 0 (Vektor) eine Bsung vorAxx > b sonst,

2. Betrachte die Matrix
-1
A=A __1
-1
Alist einemx (n+ 1) Matrix. Man fiigt zu Matrix A einfach eine Spalte mit nur“; u
3. fuge zu x eine neue Koordinate
X1
X2

x>
Il

Xn
Xn+1
BetrachteA X > b

4. Seiw = maxbi|1 <i<m)dann ist

o

)
Il

eine Losung vorA «X > b
Vi
V2

5. Istv= eine Losung vom «X > b ( Suche nach dieserisung mit Eckenfindung

Vn+1
Vi
V2

evtl. Eckenaustauschalgorithmus 5) mjt; > 0 dann istv = eine LHsung von

Vn
Axx>Db

6. Wenn fir alle L'c')sungen/i/onA*X > b immer giltv,, 1 < 0 dann haAxx > b keine
Losung

Anmerkungen: Man kann den Algorithmus varken. Es wird nur einetsung VorA%X > b

nicht unbedingt die optimaledsung gesucht. Man kann den o0.g. Algorithmus abbrechen

sobald der Gewinn positiv ist. Es gibt dann eiriiisling des Gleichungssystem

Axs=kl) —k
k=Axu—Db

16



(k ist der Anfangsvektor)ifr die gilt

G(s+u)>0

Jede lbsung vorAxx = k(l) + b+ G(I) x Einheitsvektoerfuhlt Axv> b

6 Andere Verfahren

6.1 Nahrungslosung
Sei A einemx n Matrix und b Element Rm dann giltif das Gleichungssystem

(A% A)xx=Alxb

Al ist eine Trasponente von A
istimmer Bsbar und die bisungen sind die besterdsungen voAxx =b

“beste Losung Das heil3t wenn u diesedsung ist danniir alle v

| Axu—b|<| Av—D|

also ist| Axu—b | minimal.| a| ist die Lange von a und ist definiert als

la|l=vai+a+...+a,

6.2 Trasponente

Die Transponente von M x n Matrix ist eineAl n x m Matrix, wo die Spalten vor\' die
Zeilen von A sind.

6.3 Determinante Rekursiv

Die Determinanted3t sich auch rekursiv berechnen. Diese Methode wird auch als Standart-
methode betrachtet. Im Tkmatrix wird es aber nur verwendet um charakteristisches Polynom
zu berechnen. Seit Version 0.5 wird es mit Hilfe von einen Backtracking Algorithmus ver-
mieden, dal} Determinanten mehrfach von gleichen Matrizen berechnet werden. Das wird
aber mit hohen Speicheraufwand bezabhilt.

Zuerst Hilfsdefinition:

Def.: Streichungs Matrix Sei A eine [m n] Matrix Uber den Krper K. Unter der ij-ten
Streichungsmatri®jj versteht man die Matrix, die man élbwenn man aus A die i-te Zeile
und j-te Spalte streicht.
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Def.: Determinante Determinante von Ann] wird folgendermafen definiert (induktic,
Entwicklung nach 1. Spalte):

det(A) = alldet(All) — a21det(A21) +..—amnd et(Anl)

Vorsicht wechselnde Zeichen wvenn A=(a) ([Ix 1] Matrix dann det(A)=a

6.4 Charakteristisches Polynom

Charkteristische Polynom wird gebildet um Eigenwerte (und nacher Eignevektoren) der Ma-
trix zu finden.
Satz Nullstellen des charakteristischen Polynom sind Eigenwerte daatigeh Matrix

Formal wird charakteristisches Polynom gebildet durch

det(A—xl)

wo | Einheitsmatrix ist. Was zu folge hat, daf? man rekursiv Determinante (Siéhe 6.3 von der
Matrix ausrechnen muf3

a1 —X a12 a3 ... Ain
a1 2—X &3 ... adon
ami1 92 a2 ... 8mn—X

Dabei muf3 man selbstveasidlich, die so erhaltene Polynomen hantieren

6.5 Matrixspiel

Matrixspiele lassen sich mit Hilfe von Simplexverfahré@sén. D.h zu jedem Matrixspiel,

bei dem kein Sattelpunkt existieri3t sich mit Hilfe von Simplexverfahren eine optima-

le gemischte Strategie finden. Auch jedes Optiemirungsproblem hat eine Entsprechung als
Matrixspiel (Duealiaitsatz). Im Program wurde das Verfahren aus dem Buch (Georg Schra-
ge, Rideger Baumann Strategiespiele; Computerorientierte Einfng in Algorithmen der
Spieltheorie”, R. Oldenbourg Verlag,iMichen Wien 1984) benutzt.

Dazugelirige Simpexverfahren ist unterschiedlich zu débmigen im Program benutzten
Verfahren. Zu defiibrigen Eruterungen verweise ich auf das obige Buch.

Das Programm berechnet den Wert des Spieles und die optimale Stratedieide Spieler.
Ergebnismatrix wird die optimale Strategie des ersten Spielers.
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